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Gradi di Libertà
Si chiama numero dei gradi di libertà (GdL) di un sistema meccanico
qualunque il minimo numero di parametri necessari per individuare
una sua generica configurazione.
Per descrivere la posizione di un punto materiale P sono necessari e
sufficienti 3 parametri (p. es.: 3 coordinate cartesiane, cilindriche o
sferiche). Si dice allora che un punto materiale P ha 3 gradi di libertà.
Un sistema di n punti materiali liberi ha 3n gradi di libertà.
Una restrizione ai movimenti di un sistema meccanico si chiama
vincolo. Ogni vincolo permette certi movimenti ma ne vieta altri.
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Gradi di Libertà (II)
Punto su di una Curva
Un punto materiale P vincolato a muoversi su di una linea (retta o
curva) ha 1 grado di libertà:
Per individuarne la configurazione (in questo caso la posizione del
punto P ) è necessario e sufficiente un solo parametro:
P. es.: la coordinata intrinseca s.
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Gradi di Libertà (III)
Punto su di una Superficie
Un punto materiale P vincolato a muoversi su di una superficie (piana
o curva) ha 2 gradi di libertà:
Per individuarne la configurazione (in questo caso la posizione del
punto P ) sono necessari e sufficienti due parametri:
Un primo parametro r può essere la distanza curvilinea sulla superficie
del punto P da un punto arbitrario O fissato sulla superficie;
Tuttavia luogo dei punti distanti r dal punto O individua
una linea γ sulla superficie, non un punto:
I Il parametro r non è sufficiente per individuare il
punto P .
Occorre un secondo parametro, p. es. la
coordinata intrinseca s sulla curva γ;
Due parametri sono sufficienti per
individuare la posizione del punto P .
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Gradi di Libertà (IV)
Punto su di una Superficie
Potremmo pensare di utilizzare, come parametri, le 3 coordinate
cartesiane, per individuare il punto P sulla superficie:
Tuttavia le 3 coordinate cartesiane non sono indipendenti:
I Sono legate dall’equazione della superficie;
I Nel caso di una superficie sferica di raggio R, le 3 coordinate sono legate
dall’equazione x2 + y2 + z2 = R2.
Il numero minimo di parametri necessari per individuare il punto P rimane
comunque 2.
I P. es.: le coordinate x e y;
I Oppure le coordinate x e z;
I Oppure le coordinate y e z.
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Gradi di Libertà (V)
2 Punti con Vincolo di Rigidità
Un sistema di 2 punti materiali, P1 e P2, vincolati a mantenere distanza
inalterata ‖~rP1P2‖ ≡ d12 ha 5 GdL:
Infatti con 3 coordinate si può fissare la posizione
di P1;
Fissato P1, P2 si trova su di una superficie
sferica S (P1, d12), di raggio d12 e centro P1
fissato, quindi sono sufficienti 2 parametri per
determinarne la posizione;
Complessivamente sono quindi necessari
3 + 2 = 5 parametri.
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Gradi di Libertà (VI)
3 Punti con Vincolo di Rigidità
Un sistema di 3 punti materiali, P1, P2 e P3, vincolati a mantenere
distanze reciproche inalterate ha 6 GdL:
Infatti con 3 + 2 = 5 coordinate si può fissare la posizione di P1 e P2;
Fissati P1 e P2, il punto P3 si trova sulla
circonferenza γ di raggio r = ‖~rHP3‖,
avente il centro H sul segmento orientato
~rP1P2 e giacente su di un piano perpendico-
lare al segmento orientato ~rP1P2 .
Per fissare la posizione del punto P3 è
sufficiente un solo parametro:
P. es. la coordinata intrinseca s = Ω¯P3.
Complessivamente sono quindi necessari
3 + 2 + 1 = 6 parametri.
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Gradi di Libertà (VII)
4 Punti con Vincolo di Rigidità
Un sistema di 4 punti materiali, P1, P2, P3 e P4, vincolati a mantenere
distanze reciproche inalterate ha 6 GdL:
La posizione del punto P4 è fissata dagli altri 3:
Dati i vincoli di rigidità.
Non sono necessari ulteriori parametri.
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Gradi di Libertà (VIII)
Corpo Rigido
Un sistema di n ≥ 4 punti materiali, P1, P2, . . . , Pn, vincolati a
mantenere distanze reciproche inalterate ha sempre 6 GdL:
Un sistema di n punti materiali vincolati a mantenere inalterate le
reciproche distanze si chiama corpo rigido;
Un corpo rigido ha 6 GdL.
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Moto di un Corpo Rigido
Consideriamo:
Un riferimento Oxyz e una base di versori cartesiana {ıˆ, ˆ, kˆ} solidale
al corpo rigido in movimento;
Un riferimento O′x′y′z′ e una base di versori cartesiana {ıˆ′, ˆ′, kˆ′} in
quiete nel SdR in cui descriviamo il moto del corpo rigido (“SdR del
laboratorio”).
Consideriamo inoltre due punti, P e Q, appartenenti
al corpo rigido:
I vettori posizionali ~rOP e ~rOQ nel riferimento
Oxyz sono costanti:
~rOP ≡ cost., ~rOQ ≡ cost.
Di conseguenza sono identicamente nulle le
velocità dei punti P e Q nel riferimento Oxyz:
~vP ≡ ~0, ~vQ ≡ ~0
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Moto di un Corpo Rigido (II)
La legge di trasformazione delle velocità consente di calcolare le
velocità ~v ′P e ~v
′
Q dei due punti nel riferimento O
′x′y′z′:
~v ′P = ~vP + ~ω ∧ ~rOP + ~vO = ~vO + ~ω ∧ ~rOP
~v ′Q = ~vQ + ~ω ∧ ~rOQ + ~vO = ~vO + ~ω ∧ ~rOQ
Sottraendo, membro a membro, la prima dalla seconda, otteniamo:
~v ′Q − ~v ′P = ~ω ∧ ~rOQ − ~ω ∧ ~rOP = ~ω ∧ (~rOQ − ~rOP )
Osservando in figura che ~rOQ − ~rOP = ~rPQ, possiamo
anche scrivere:
~v ′Q − ~v ′P = ~ω ∧ ~rPQ
oppure:
~v ′Q = ~v
′
P + ~ω ∧ ~rPQ
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Moto di un Corpo Rigido (III)
Nella relazione:
~v ′Q = ~v
′
P + ~ω ∧ ~rPQ
non compaiono velocità nel riferimento Oxyz. Non essendoci ambiguità
possiamo eliminare gli apici dai simboli ~v ′P e ~v
′
Q e scrivere la relazione:
~vQ = ~vP + ~ω ∧ ~rPQ
detta formula fondamentale della cinematica
dei corpi rigidi. In essa:
~vP è la velocità del punto P nel SdR del laboratorio;
~vQ è la velocità del punto Q nel SdR del laboratorio;
~ω è la velocità angolare del corpo rigido nel
SdR del laboratorio;
~rPQ è il vettore posizionale che congiunge
il punto P al punto Q.
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Moto Traslatorio
Il moto di un corpo rigido C si dice traslatorio se le velocità di tutti i
punti P del corpo rigido C sono uguali:
~vP = ~vQ, ∀P ∈ C
Si osservi che questa condizione si ottiene dalla formula fondamentale
della cinematica dei corpi rigidi:
~vQ = ~vP + ~ω ∧ ~rPQ
quando la velocità angolare del
corpo rigido è nulla:
~ω = ~0
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Moto Rotatorio
Il moto di un corpo rigido C si dice rotatorio se esiste almeno un
punto O del corpo rigido C che rimane in quiete durante il moto:
∃O ∈ C ; ~vO ≡ ~0
In tal caso, prendendo come riferimento il punto O, la velocità di tutti
gli altri punti P del corpo rigido C è espressa dalla formula
fondamentale della cinematica dei corpi rigidi con ~vO ≡ ~0:
~vP = ~ω ∧ ~rOP
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Moto Rotatorio (II)
Consideriamo ora tutti i punti Oi del corpo rigido C che giacciono sulla
retta u, parallela a ω e passante per il punto in quiete O (detta asse di
rotazione):
Oi ∈ u ∩ C
Poiché ~rOOi ‖ ~ω, risulta:
~vOi = ~ω ∧ ~rOOi = ~0
quindi:
~vOi = ~0, ∀Oi ∈ u ∩ C
Nel moto rotatorio, tutti
i punti Oi sull’asse di
rotazione sono in quiete.
D. Galli
16
Meccanica – 6. Cinematica del Corpo Rigido
Gradi di Libertà Moto di un Corpo Rigido
Moto Rotatorio (III)
Tutti gli altri punti Pi ∈ C , Pi 6∈ u descrivono traiettorie circolari
giacenti su piani perpendicolari all’asse di rotazione u:
Devono avere distanza fissa dall’asse di rotazione u, per i vincoli di
rigidità.
Detto Oi il centro della traiettoria circolare descritta dal punto Pi e
detto ri = ‖~rOiPi‖, si ha:
vPi = ‖~vPi‖ = ‖~ω ∧ ~rOiPi‖ =
= ωri
∣∣∣∣sin pi2
∣∣∣∣ = ωri
Nel moto rotatorio la
velocità di un punto è
proporzionale alla
distanza dall’asse
di rotazione.
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Moto Roto-Traslatorio
Se nessuna delle precedenti due condizioni è verificata:
Le velocità dei punti del corpo rigido C non sono tutte uguali;
Non esistono punti del corpo rigido C che sono in quiete mentre il
corpo rigido si muove;
Si dice che il moto del corpo rigido è roto-traslatorio.
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